M M EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD
U n IverSIdad CONVOCATORIA DE JULIO DE 2020

Zaragoza EJERCICIO DE: MATEMATICAS I
TIEMPO DISPONIBLE: 1 hora 30 minutos

PUNTUACION QUE SE OTORGARA A ESTE EJERCICIO: (véanse las distintas partes del examen)

En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera
elegir un maximo de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. Cada pregunta vale 2 puntos en total y puede
contener distintos apartados, cuyas puntuaciones se indican.

El estudiante debe indicar claramente, cuales han sido las preguntas elegidas.

Preguntas elegidas (indique un maximo de 5, antes de entregar el examen):

(Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregiran las 5 preguntas que se
han respondido en primer lugar).

1) Dado el siguiente sistema de ecuaciones:

x+y+(m+1)z=2
x+(m-1)y+2z=1
2x+my+z=-1

Discuta el sistema segun los valores de m € R.

SOLUCION
Estudiemos el rango de la matriz de los coeficientes, A, y el de la matriz ampliada, B:

1 1 m+1 | 2

N
3
[y
|
[N

El Unico menor de orden 3 de la matriz de los coeficientes es:

1 1 m+1
1 m-1 2 |=m-1+m(m+1)+4-2(m+1)(m-1)-2m—-1=m-1+m’+m+4-2m’+2-2m—1=
2 m 1

=m +4=0 = m=-2,m=2

Para m=—-2ym=#=2: rgA=rgB=3=n2 de incognitas = sistema compatible determinado

El menor de orden 2 de la matriz de los coeficientes

1
3‘:—3—1;&0 = rgA=2



Orlamos este menor con los términos independientes:

1 1 2
1 -3 1|=3-4+42+12+2+1#0 = rgB=3 = rgA#rgB = sistemaincompatible
2 -2 -1
1 1 3|2
Para m=2: 11 2|1
2 2 1|-1

3
El menor de orden 2 de la matriz de los coeficientes 5 =2-3#0 = rgA=2

Orlamos este menor con los términos independientes:

13 2
1 2 1|=—2+2+6-8+3-1=0 = rgB=2 = rgA=rgB=2<n2deincégnitas =
2 1 -1

= sistema compatible indeterminado.

1 0 3 0 2 1 -1 1
2) Dadas las matrices 4 = , B= y C= :
-1 0 1 1 0 1 -1 0

—1
a) (1 punto) Calcule, si es posible, (A 'BI) :

v3 o i 16
b) (1 punto) Compruebe que, C~ = I donde I es la matriz identidad, y calcule G

SOLUCION
01 0 1
. . (1 0 3 3 4
a) B =2 0 A-B'= 12 0l=
-1 0 1 10
11 11
. 3 4 -1
Como \A-B - - 420 = a(A-B)
10

10 4 0 -1 3

1
3

(A.Bt):(3 4) Traspuesta (A.Bt )t :[3 1} Adjunta_ Adj(A.Bt )t :( 0 _4J Inversa

Inversa (A . Bt )71 — _% [_01 _34j =

|, O

o 3 4 0 1 10
Comprobamos que es, en efecto, la matriz inversa: . =
1 0)\1/4 -3/4 01

, (—1 1} [—1 1) [o —1} . [o —1} (—1 1} (1 oj
b) C*=C-C= . = . C=C’-C= . = =|
-1 0)l-1 0 1 -1 1 -1){-1 o) 0 1



C*'=C-C=I-C=C = Las sucesivas potencias de C forman ciclos de tres resultados: C, C>e .

-1 1
C' es el primer resultado del sexto ciclo. Por tanto:  C* :C:( X Oj

0 3 3
X-2Y =
[0 2 0}

7 6 =l
2X+3Y =
14 3 7

3) Resuelva el sistema matricial

SOLUCION
0 3 3 0O 6 -6
X-2Y= —2X+4Y =
0 -2 0 0O 4 O 0o -7
= sumando: 7Y= =
7 6 -1 7 6 -1 14 7 7
2X+3Y= 2X+3Y =
14 3 7 14 3 7

10 -1 0 3 3) (20 -2)(0 3 3) (231
= Y= X=2Y+ = + =
(2 1 1] (o -2 OJ [4 2 zj [o -2 oj {4 0 zj

X+ z=1
4) Se considera la recta r=
2x+y =3

a) (1,25 puntos) Calcule la ecuacion del plano que contiene a la recta r y que pasa por el punto
(0,0,1).

b) (0,75 puntos) Se considera el paralelepipedo definido por los vectores U, ¥y % x ¥ Sabiendo que
uxv = (—1,1,1), calcule el volumen de dicho paralelepipedo.

SOLUCION

a) Laecuacién del haz de planos que contienen a larecta r es: x+z—1+k(2x+y—3)=0

El plano que buscamos debe contener al punto (0 ,0, 1) :

0+1—1+k(0+0—3)=0 = -3A=0 = A=0 = elplanobuscadoes: x+z—1=0

b) El producto mixto de tres vectores u,vyw se define asi: [G,\?,\X/]zﬁ-(\?x\fv) donde - simboliza el

producto escalary x el producto vectorial. El producto mixto de tres vectores es el volumen del paralelepipe-

do que tiene a los tres vectores como aristas. Por otra parte, el producto mixto es independiente del orden
de los tres vectores.

Tenemos:  [u,V,uxV]=[uxV,0,v]=(uxV)-(uxV)=(-1,1,0(-1,1,) = 1+ 1+ 1=3 @



5) Calcule el siguiente limite:.

Iim ((1+ x — Senx)%‘3 )

x—0"

SOLUCION

lim ((1+x—senx)%3 )= 1°

x—0"

Setiene:  lim [f(x)]g(x) 1% = g MRS ()]

X—a

, , 1 ., X—=senx O '  1-—cosx
En nuestro caso:  lim [g(x)-(f(x) —1)]=I|m {—3-(1 +x —senx —1 ):|=|Im ——=—=lm ——=
x—0" x—0" | X x—0" X 0 x—0" 3x
Ot  senx O''M , cosx 1 ) 1 1
=— = lim == = lim—== = lim ((1+x—senx)43):eé
0 x—>0"  BX 0 x=>0" 6 6 x—0"

NOTA: cuando aparece la expresidn L'H significa que se aplica la regla de L’'Hopital

2
X

6) Se considera la siguiente funcion: f(x) = Estudie la existencia de asintotas verticales,

e
l-e
horizontales y oblicuas y calculelas cuando existan.

SOLUCION

- Asintotas verticales: x=a es una asintota vertical de f(x) < limf(x)=o0

X—a

En nuestro caso, f(x) es una funcién racional que puede tender a « en los valores de x que anulen al
denominador: 1-e7=0 = e*=1 = x=0
2

, X 0
lim =—
x>0 1—e™ 0

L'H

., 2X , . .,
lim —=0 = x=0 no es una asintota vertical de la funcion.
x—0 @

La funcidn no tiene asintotas verticales.

- Asintotas horizontales: y=a es una asintota horizontal de f(x) < lim f(x)=a

X—>to0

La funcidn f(x) contiene una funcidn exponencial que hace necesario diferenciar el signo de las tendencias de
x a infinito, pues lim e*=0 vy lim e*=o0.

X—>—00 X—>+o0

En nuestro caso:

, x> o lH  2x oolH 2 2 , . .
lim =— = lim —=—= lim ——=—=0 = y=0 es una asintota horizontal de la funcién
x>0 1—@~ 0 x>0 @ X 0 x—>—n —@ % 00
cuando x — —0
2 0 0]
lim =—=0 = lafuncidn no tiene asintota horizontal cuando x — +o0

x—>+0 ] — efx



f(x)

- Asintotas oblicuas: y=mx+n donde m=lim — y n=lim [f(x)—mx]
x>ty X—>too
XZ
L fx) —e X, X , X oo LM
Cuando x — —oo: m= Iim Q = lim l1-e  _ Iim = lim =— = lim —=0 = se
x—>—0 X X—>—00 X X—>—00 x(l—e_x) x>-0 1—@* oo x>-0 @

trata de la asintota horizontal ya obtenida.

. fx) et . x?
Cuando x >+ow: m=Ilim £=I|m l-e  _

00 . s
=00 = lafunciénno
x>+ Y X—>+00 X X—>+00 x(l—e_x) x>+0 1 —g@

|

3

I

3

I

|

tiene asintota oblicua cuando x — +.

7) Se considera la siguiente funcion f(x)=In(2x+1)

a) (1,25 puntos) Estudie su dominio, asi como sus intervalos de crecimiento y decrecimiento
1
b) (0,75 puntos) Halle la ecuacién de la recta tangente a f(x) en el punto de abscisa x= E
SOLUCION
L . . . 1
a) - Setratadeunafunciénlogaritmica. Sudominio sonlosvaloresde x paralosque 2x+1>0 = x> -
. 1
Es decir: Dom (f):[—z, +oo}

- Los intervalos de crecimiento y decrecimiento dependen del signo de la primera derivada:

2

f'(x)=
) 2x+1

- 1, iy .
« En su dominio, para x >—E: f'(x)>0 = lafuncidn es creciente

1 1
b) El punto de tangencia es: f(zjzlnz = (E,InZJ

2 1) 2
Y la pendiente de la tangente: f'(x)= = m=f'|=|==—=1
2x+1 2) 2

1 1
La ecuacion de la tangente es entonces: y—In2:1-(x—Ej & y=x+|n2—5

8) Calcule la siguiente integral: J.(\/; -In 2 x)dx.

SOLUCION

Utilizaremos el método de integracion por partes: Iu-dv =u-v—J'v-du

o u=In’x = du:2lnx-ldx W o 5 1
j(\/;-lnzx)dx = X = —x3/2-ln2x—j Zxx -2Inx-=dx =
3 3 X

dv=+xdx = v:J-xl/2 dx:§x3/2 =§x\/;



1
" u=Ilnx = du=-dx "

=zx\/;-ln2x—£.[\/;-lnxdx= X 5 =
3 3 dv=vxdx = v:gx\/;

@
22 \/;-Inzx—g[gx«/;-lnx—.[%x«/_-ldx}:gx«/;-lnzx—gx\/;-lnwrgI«/)?dXz
X

=—X
3

2 1 2 4
:—x\/;-lnzx—§x«/;-lnx+—6x«/;+C:—x\/; Inzx——lnx+§ +C
3 9 27 3 3 9

9) Segun estadisticas del Instituto Nacional de Estadistica, la probabilidad de que un varén esté en paro es
del 12%, mientras que la de que una muijer lo esté es del 16%. Ademas, la probabilidad de ser varon es
del 64% vy la de ser mujer del 36%.

a) (0,75 puntos) Hemos conectado por redes sociales con una persona ;cudl es la probabilidad de
que sea mujer y esté en paro?

b) (0,75 puntos) Si se elige una persona al azar ;cual es la probabilidad de que esté en paro?

¢) (0,5 puntos) Hemos conectado por redes sociales con una persona que nos ha confesado estar en
paro ¢ cual es la probabilidad de que sea mujer?

Nota informativa: las estadisticas anteriores (y los experimentos) estan realizados con personas en
disposicién de trabajar.
SOLUCION

Las personas a las que hace referencia la estadistica tienen dos caracteres: el sexo (varén (V) / mujer (M)) y
su situacion laboral (en paro (P) / trabaja (T)). Organicemos los datos en una tabla de contingencia partiendo
de un total de 100 personas (aunque algunos elementos no sean enteros):

En primer lugar tenemos que el total de varones es de 64 (64% de 100) y el de mujeres 36 (36% de 100).

Vv [\ TOTAL Del total de varones (64) estd en paro un 12%:
P 7,68 5,76 13,44 64-0,12=7,68 y del total de mujeres (36) esta en
TOTAL 64 36 100 El resto de las celdas se rellenan por restas y sumas.

a) Del total de personas (100) hay 5,76 con la doble condicién de ser mujer y estar en paro. Por tanto:

P(MIP)=7 0

5,76

=0,0576

b) Se elige una persona entre las 100 posibles y de ellas hay un total de 13,44 en paro.

1
oy 13,44

=0,1344
0

c) Ahora sabemos que la persona contactada esta entre las 13,44 que estan en paro. De ellas hay 5,76

mujeres:

p(M/P)

5,76

=0,4286

’



10) De los estudiantes universitarios espafioles, uno de cada 5 abandona sus estudios. Se seleccionan 5
estudiantes universitarios espafioles al azar, de modo independiente

a) (1 punto) ¢;Cual es la probabilidad de que uno o ninguno de dichos estudiantes abandonen sus
estudios? (No es preciso finalizar los calculos, puede dejarse indicada la probabilidad, precisando y
desarrollando los numeros y operaciones basicas que la definen, pero sin hacer los calculos
finales).

b) (1 punto) ;Qué es mas probable, que todos abandonen sus estudios, 0 que ninguno lo haga?
Razone la respuesta de modo numérico.

SOLUCION

Estamos ante una situacién dicotémica que da lugar a una distribucidn binomial B(n,p) en la que la

n
probabilidad de tener x “éxitos” es:  P(X=x) :£ }pxq”’x
X

1
La probabilidad de que un estudiante abandone sus estudios es p ZE =0,2 y q=0,8 la probabilidad de que

no lo haga. Puesto que se seleccionan 5 estudiantes la distribucién binomial es B(5 , 0,2).
5 1 4 5 0 5 4 5
a) P(X:1)+P(X:0): 1 -0,2°-0,8" + 0 -0,2°-0,8°=5.0,2-0,8" +0,8°=0,32768 +0,262144 =0,5898
5 5 0 5 5 0 5 5
b) P(X=5)= 5 [0,27:0,87=0,2=0,00032 P(X=0)= 0| 02 0,8 =0,8°=0,32768

Es mds probable que ninguno abandone sus estudios.

NOTA: En este apartado b) no es necesario considerar el calculo de probabilidades como en una distribucién
binomial. Conocida la probabilidad de que uno abandone sus estudios (0,2) y la de que no los abandone (0,8):

La probabilidad de que los 5 abandonen sus estudios es: 0,2-0,2-0,2-0,2-0,2=0,2°> =0,00032

La probabilidad de que los 5 no abandonen sus estudios es: 0,8-0,8-0,8-0,8-0,8=0,8°>=0,32768



