: - EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD
U n IverS|dad CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA DE 2022

18 Il Zaragoza EJERCICIO DE: MATEMATICAS Il
1542 TIEMPO DISPONIBLE: 1 hora 30 minutos

PUNTUACION QUE SE OTORGARA A ESTE EJERCICIO: (véanse las distintas partes del examen)

En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera
elegir un maximo de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. Cada pregunta vale 2 puntos en total y puede
contener distintos apartados, cuyas puntuaciones se indican.

Ellla estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cuales han sido las 5
preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregiran las 5
preguntas que se han respondido en primer lugar)

1) Dada la siguiente funcion:

fx)=x e~ geR

a) (1 punto) Determina los valores de a € R para que la funcién f(x) sea continua en Ry tenga la
asintota horizontal y = 0.

b) (1 punto) Calcula, para el valor a = % el area que encierra la grafica de la curva f(x) entre el eje X y

lasrectas x =0 y x=1.

SOLUCION

a) f(x) estd definida como el producto de una funcién lineal f,(x)=x que es continua en R y una funcién

. — 2 .7 . .7 .
exponencial f,(x)=e™™ que es también continua en R . En la segunda funcién el signo del exponente, que

debe tenerse en cuenta al estudiar las tendencias cuando x ——o y cuando x —+, depende solo del
signo del parametro a:

—(=A)x? ax?

* Cuando aeR™ (denotaremos a=—-A , A>0): f(x)=x-e =x-e™ es una funcién continua por ser

producto de dos funciones continuas. Ademas:

lim (x e ) =(—00)-(+o0)=—00

X—>—00

= la funcidén no tiene asintotas horizontales.

X—>+0

2
lim (x-ekX )=(+oo)-(+oo):+oo
*Para a=0: f(x)=x-e°=x => lafuncién es continua y no tiene asintotas horizontales.

_ 2 ) X .
¢ =x-e™ =—=que es continua por ser
e

= Para aeR" (denotaremos a=+A , A>0): f(x)=x-e

)(2

cociente de dos funciones continuas cuyo denominador no se anula. Ademas:

, X —oo LR 1 1 _
im|—|=—= lim| — |[=—=0
x—>—o | g +oo o= 2x-e™ —©

X +oo L'H 1 1
lim|— |=—= lim| ——— |=—=0"
X—>+00 eb(z 400 x40 D9y esz 400

Luego los valores de a para los que la funcidén, ademas de ser continua, tiene al eje de abscisas como

= larecta y=0 es una asintota horizontal de la funcidn.

asintota horizontal son ae (0 S+ oo) .

1 1,7t 1
—=x -=x? -= 1
S= I xe 2. dx:— —xe 2 dx—{—e 2 } =—e2+4e’=——+1=0,390°

: Ve



2) Para la siguiente funcién:

2x3+ax?+bx+3
—x3+4x2-5x+ 2’

f(x) = a,b eR

Calcula los valores de a,b € R, para que lim f(x) =L € R,y determina el valor de dicho limite.

x=1

SOLUCION

Descompongamos el denominador en factores:

1 4 5 2
1 -1 3 -2
—-3+49-8 -3%1 1
-1 3 22 0 x> +3x—2=0 = x= — =
Lo ) S <X,
2 +ax’ +bx+3 . 2x* +ax’ +bx+3

lim =lim
x>l —x® 4 4x> —5x+2 x>l —(x—l)z-(x—z)

= Para que el limite sea un nimero real, el polinomio del

numerador debe tener a x =1 como una raiz doble:

2 a b 3
1 2 a+2 a+b+2
P a+2 a+b+2 [a+b+5=0
1 2 a+4 2a+b+6=0
= a+1=0 = a=-1 = b=-4
2 a+4 \2a+b+6=0 a+b+5=0

Luego: lim
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3) Calcula el area del recinto limitado por las graficas de las funciones:
f(x) = 3x + 2x2,
g(x) =x%+4x + 2.

SOLUCION

Consideramos la funcion h(x)=f(x)—g(x)=3x+2x> —x* —4x—2=x> —x—2 vy calculemos el drea del recinto
limitado por dicha funcién y el eje OX.

+4/ + —
Los puntos de corte de h(x) y OX son: X’ —x—-2=0 = x:l_ 1+8—1_3—<I 5

3 2 2
8 11 1 9 9
Luego: _[Zl(xz—x—Z)dx={X?—x?—2x} =(§—2—4j—(—§—5+2j:3—8+E:—E = S:EU2
-1



4) Para la siguiente funcion:
x? +x
f&=3=2

a) (1,25 puntos) Estudia la existencia de asintotas horizontales, verticales y oblicuas, asi como de
ramas parabolicas. Determina las asintotas cuando existan.
b) (0,75 puntos) Calcula la recta tangente a la funcién en el punto x = 1.

SOLUCION

a) = Asintotas horizontales:

X N 1
X AL
, X +X o© 2 1 , . L.
lim ~=— =X X -~ —_1 = y=-1esasintota horizontal de la funcién.
xo0 3—x° 00 3 x -1
X X
. .7 ’ 4 — + . I J— -
Posicion de la curva respecto a la asintota:  lim f(x)=-1" ; lim f(x)=-1
X—>—00 X—>+0
Se descartan asimismo las ramas parabdlicas para las que deberia ser: XILTOC f(x) =2o0.
= Asintotas verticales: 3—x°=0 = x=i\/§ = x=—/3 vy x=\/§ son asintotas verticales pues:
X +x 3-+/3 X +x 3+43
lim > = =0 lim > = =0
x—>-\3 3 —X 0 x—>3 3—X 0
= Asintotas oblicuas y =mx+n:
X* +X xX* X
) 3 XAx o 350 , .
m=lim —=Ilim =lim S =—=lim ;=—=0 = eslaasintota horizontal.
x—=m ¥ X—>00 X x—w0 ) —X oo x—ow 3x X -1
X X

Luego no tiene asintotas oblicuas.

b) La ecuacidn de la recta tangente a una funcion f(x) en el punto de abscisa x, es:
y =Y, +f'(x,)-(x—x,) donde y, =f(x,).

En nuestro caso:  x,=1; vy, =

=3-2—2-(—2)

F'(x) = ' : = (1) ;

10
4

N |

5
La ecuacidn de la recta tangente es: y=1+5(x—1) & 2y=2+4+5x-5 < 5x-2y-3=0



5) Dada la siguiente matriz:

k
Az(—11 k+1)'

a) (1 punto) Determina el valor de k € R para que se verifique A% = 31, donde I es la matriz identidad
de orden 2.
b) (1 punto) Calcula, para k = 0, la matriz B™ con B = 2A — I, siendo I la matriz identidad de orden 2, y

n € N.

SOLUCION

) A= 1k 1 k) [ 1-k k+k*+k ) [1-k  K'+2k
-1 k+1){-1 k+1) |-1-k-1 —k+k*+2k+1) |—k-2 k>+k+1
k*+2k=4-4=0

, 1-k  k*+2k 30
AT=3 = 2 K akal = 0 3 = 1-k=3 = k=-2 = | *k-2=2-2=0
k- +k+
k* +k+1=3

1 0 2 0 10 1 0
b) Para k=0: A= = B=2A-I= — =
-1 1 -2 2 01 -2 1
5 1 0 1 0 1 0 s 1 0 1 0 1 0 1 0
B = : = ; B*=B’.-B= : = — B"=
-2 1/{-2 1 -4 1 -4 1)\-2 1 -6 1 -2n 1

6) Dadas las siguientes matrices:

1-m -1 10 1 11
A=< 2 2m>, B=<O 1), C=<0 1 1)
m—-—1 1 1 0 0 0 1

a) (1 punto) Estudia, segtn los valores de m € R, el rango de la matriz P = ABT + C, donde BT es
la matriz traspuesta de B.
b) (1 punto) Para el valor m = 1, calcula la inversa de la matriz P del apartado anterior.

SOLUCION
1—m—1101111 1-m -1 1-m) (1 1 1
a) P=AB"+C=| 2 2m-(010j+011=2 2m 2 |+|0 1 1|=
m—1 001/ lm=1 1 m-1) |0 0 1

2—-m 0 2—m

2 2m+1 3 |=m(2-m)(2m+1)+2(2-m)—(m-1)(2m+1)(2-m)-3(2-m)=

m-1 1 m

P

=(2-m)-[2m’ +m+2-2m’ -m+2m+1-3]=(2-m)-2m=0 = m=0, m=2

"Param#0ym=2: rgP=3



* Para m=0: rgP=2 pues el menor =2+#0
* Para m=2: rgP=2 pues el menor ‘——37&0
1 01 1 01
b) Param=1: P=/2 3 3| = |P|=|2 3 3|=3+2-3=220 = 3P
011 011
1 01 -2 2 0o 1 -3
P=(p,)=|2 3 3 M(Pﬂ): 1| Temee ,(pY o g | mes,
0 11 2 -1 3
(P) 0 1/2 —3/2
Inversa P— — || |= _1 1/2 _1/2
1 -1/2 3/2
(*) Matriz adjunta:
3 3 2 3 2 3 0 1 11
11211= ,P12=—01=— 'P13=01=21 z1=_11= ; zz=01= H
10 01 1 10
£ P I et PR el P A el PR I

7) Dado el siguiente sistema:

x+ay+z=0

x+y+ a*z=0
x+y+2az=0

a) (1 punto) Discute segun los valores de a € R qué tipo de sistema es atendiendo a sus posibles
soluciones (compatible determinado o indeterminado, incompatible).

b) (1 punto) Resuelve el sistema para a = 0.

SOLUCION

a) Se trata de un sistema homogéneo. La matriz de los coeficientes es:

rango segun los posibles valores de a:

1 a 1
11 & =2a+a3+1—1—a2—2a2:a3—3a2+2a:a~(az—3a+2):0 =
1 1 2a
L, ,_3t\9-8_3x1_ 1
> <,
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*Para a#0,azlya=#2: rgA=3=n2deincoégnitas = el sistema es compatible determinado (sélo
tiene la solucidn trivial: x=0,y=0,z=0),

* Paraa=0: rgA=2 pues el menor

‘=1¢0 = el sistema es compatible indeterminado.

= Paraa=1: rgA=2 puesel menor

1
‘:1;&0 = el sistema es compatible indeterminado.

* Paraa=2:rgA=2 puesel menor

‘:—17&0 = el sistema es compatible indeterminado.

b) Para a=0 el sistema es compatible indeterminado. Atendiendo al menor que ha dado rango 2 a la
matriz de los coeficientes, utilizamos la incégnita z como parametro,z=2X, y las dos primeras ecuaciones
del sistema:

X=—A
{ = X=-A,y=A,zZ=A
Xx+y=0

8) EIl volumen de un tetraedro es de 10 unidades cubicas. Si tres de sus vértices se encuentran en los
puntos A(1,1,1),B(—2,1,0) yC(0,1,3), halla las coordenadas del cuarto vértice D sabiendo que se
encuentra en el eje Y. Escribe todas las soluciones posibles.

SOLUCION

U=AB=(-3,0,-1) , V=AC=(-1,0,-2)
SeaD(0,y,0) = w=AD=(-1,y-1,-1)

3 0 -1
Se tiene: 10:% -1 0 2| = 60:|y—1+6(y—1)]:|7y—7| =N
-1 y-1 -1

67 67
7y-7=60 » y=— = D|0,—,0
7 7
- 53 53
7y—7=—60 = y=—7 = D(O,—7,Oj

9) En una academia de artes escénicas se imparten clases de danza y teatro. De danza, hay modalidad
de danza clasica y cabaret. En la academia, un 17% de individuos practica danza clasica, un 45%
cabaret y un 5% ambas modalidades de danza. Si elegimos un individuo que asiste a dicha academia:

a) (1 punto) Calcula la probabilidad de que practique algun tipo de danza (o los dos).
b) (1 punto) Calcula la probabilidad de que practique solamente teatro.

SOLUCION



T A B Sean los sucesos: A = “practica danza clasica”, B = “practica cabaret” y T =
“practica teatro”.

El diagrama de Venn correspondiente a la situacion es el que figura a la izquier-

43 da.

Tenemos:
a) p(AUB)=p(A)+p(B)-p(ANB)=0,17+0,45-0,05=0,57
b) p(T)=p(AUB)=1-0,57=0,43

10) De los huevos que se producen diariamente en una granja, deben desecharse el 20% por no ser aptos
para su consumo. Se seleccionan de manera aleatoria e independiente 5 huevos:

a) (1 punto) Calcula la probabilidad de que tengamos que desechar alguno de los huevos
seleccionados (al menos 1).
b) (1 punto)
1. (0,5 puntos) ¢ Qué es mas probable, que haya exactamente 2 huevos no aptos, o que haya
exactamente 3 huevos no aptos? Obtén estas probabilidades.
2. (0,5 puntos) ¢Cobmo razonarias la respuesta a la pregunta anterior sin hacer uso de la
calculadora?

SOLUCION

Se trata de una distribucién binomial. Los sucesos son: A = “el huevo no es apto para el consumo” y B = “el
huevo es apto para el consumo”. La probabilidad de que un huevo sea no apto para el consumo es

p(A)zsz,ZO y la probabilidad de su contrario (es apto para el consumo) es p(B)=q=0,80.
Como se eligen al azar 5 huevos, estamos ante una distribucién binomial B(S;O,ZO).

a) Elsuceso “desechar alguno de los huevos” es el suceso contrario a “todos son aptos para el consumo”.
5
En la binomial B(5;0,80):  p|[x =5]=[5j-0,805 -0,20° =0,32768 luego: p=1-0,32768 =0,67

b) 1.En labinomial B(5;0,20):

5 5! 5-4

p[x=2]=| _|-0,20°-0,80* =——-0,20”-0,80° ==——-0,20" -0,80° =0,2048
2 2!-3! 2:1
5 5! 5-4

p[x=3]=| _ |-0,20°-0,80* =——-0,20°-0,80° ==—-0,20° -0,80° =0,0512
3 31-21 2-1

Luego es mas probable que haya exactamente 2 huevos no aptos para el consumo.
2. Al sacar al azar un huevo es menor la probabilidad de que no sea apto para el consumo que la
probabilidad de que si lo sea. Es mas probable entonces sacar dos huevos no aptos para el consumo que

sacar tres.





